
die Kristalle sich dazu eignen. Sie erklärt die opti-
schen Spektren und die Energieübertragung. Spe-
ziell für das Naphthalin, zur Ergänzung der vorher-
gehenden Arbeit soll noch abschließend gezeigt 
werden, welche Rückschlüsse auf das freie Molekül 
die Beobachtungen an Kristallen, und zwar ins-
besondere an der DAVYDOV-Aufspaltung, ermögli-
chen. 

Theoretische Berechnungen der Anregungsenergie 
von Molekülen machen ja exakte Angaben über 
deren Symmetrie und damit über die Polarisation 
der Übergänge. Messung dieser Polarisation bedeu-
tet die einzige scharfe experimentelle Prüfung der 
Theorie. Nach der hier skizzierten Theorie der Kri-
stallspektren sollte nunmehr ein eindeutiger Rück-
schluß auf die Polarisation im Einzelmolekül mög-
lidi sein, wie er in der Theorie von D A V Y D O V noch 
fehlt. 

Das Übergangsmoment für den 1. Übergang des 
Naphthalinmoleküls im Naphthalinkristall liegt ohne 
Zweifel nicht nur für die Schwingungsbanden, 
1 3 J . R . PLATT, J . C h e m . P h y s . 1 7 , 4 8 4 [ 1 9 4 9 ] . 
1 4 W . MOFFITT, J . C h e m . P h y s . 2 2 , 3 2 0 [ 1 9 5 4 ] . 

sondern, wie oben gezeigt, auch für die 0.0-Linien 
parallel der kurzen Molekülachse (Tab. 1). Wir 
glauben, daß dies auch für das Molekül in Lösung 
und damit für das freie Molekül gilt: Die mittlere 
Intensität der O.O-Komponenten im Kristall ist etwa 
die gleiche wie in Lösung, und die Spektren sind 
einander so ähnlich, daß kaum ein Grund zur An-
nahme besteht, die im Kristall gemessene Polarisa-
tion könnte durch eine Deformation des Moleküls 
im Kristall erst induziert worden sein. 

Nach unseren Messungen möchten wir daher an-
nehmen: wenn überhaupt aus den Kristallspektren 
auf das freie Molekül rückgeschlossen werden darf, 
dann steht eine Polarisation des 1. Überganges par-
allel der langen Achse3 '13 '14 mit dem Experiment 
in Widerspruch. Auch das allen neueren Theo-
rien1 3 , 1 4 '1 5 gemeinsame Ergebnis, daß 1. und 2. 
Übergang zueinander senkrecht polarisiert sind, — 
evtl. mit einem „zufälligen" Verschwinden des Über-
gangsmomentes — findet in unseren Messungen 
keine Bestätigung. 
1 5 R . PARISER, J. C h e m . P h y s . 2 4 , 2 5 0 [ 1 9 5 6 ] . 

Die Beugung elektromagnetischer Wellen am unendlich langen 
Kreiszylinder 
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Die allgemeine Lösung der Maxwell-Gleichungen 
in Zylinderkoordinaten 

Mit den üblichen Bezeichnungen lauten die MAX-
WELL-Gleichungen in vektorieller Schreibweise: 

n /> r 

Mit der zeitlichen Abhängigkeit 
% = £ ( 5 = £ © eio3t; 39 = = $eicot 

wird aus (1) für ein Raumgebiet mit einheitlichen 
Materialkonstanten £, o, mit /< = 1 und den Abkür-
zungen k = co/c = 2 n/X und e = e — i• 4 tx o/co : 

. v e - ^ i (2) 

This work has been digitalized and published in 2013 by Verlag Zeitschrift 
für Naturforschung in cooperation with the Max Planck Society for the 
Advancement of Science under a Creative Commons Attribution-NoDerivs 
3.0 Germany License.

On 01.01.2015 it is planned to change the License Conditions (the removal 
of the Creative Commons License condition “no derivative works”). This is 
to allow reuse in the area of future scientific usage.

Dieses Werk wurde im Jahr 2013 vom Verlag Zeitschrift für Naturforschung
in Zusammenarbeit mit der Max-Planck-Gesellschaft zur Förderung der
Wissenschaften e.V. digitalisiert und unter folgender Lizenz veröffentlicht:
Creative Commons Namensnennung-Keine Bearbeitung 3.0 Deutschland
Lizenz.

Zum 01.01.2015 ist eine Anpassung der Lizenzbedingungen (Entfall der 
Creative Commons Lizenzbedingung „Keine Bearbeitung“) beabsichtigt, 
um eine Nachnutzung auch im Rahmen zukünftiger wissenschaftlicher 
Nutzungsformen zu ermöglichen.



Wenn man alle vorkommenden Längenangaben auf 
die Wellenlänge bezieht und als Einheit der Länge 
X/2 TT wählt, vereinfacht sich (2) zu: 

i e (5 = rot Q ; i <q = - rot @ , 

außerdem gilt: div Iq = 0 

und beim Fehlen von Raumladungen: 
div @ = 0 . 

(3 a) 

(3b) 

(3c) 

Im Fall des unendlich langen Kreiszylinders im un-
endlich ausgedehnten Außenraum gibt es zwei Raum-
gebiete mit einheitlichem e : 

1. Das Innere des Kreiszylinders, 
2. Der Außenraum, für den £ = 1 sei. 

Die Grenzfläche zwischen den beiden Raumgebieten 
bildet die Mantelfläche des Zylinders. 

Als Koordinaten führen wir Zylinderkoordinaten 
x, cp, z ein, wo x die Radial-, z die Axialkoordinate 
zum Kreiszylinder sein soll. Dies ist ein dem vor-
liegenden Problem angepaßtes Koordinatensystem, 
weil damit die Grenzfläche (der Zylindermantel) 
durch Konstantsetzen einer Koordinate beschrieben 
werden kann (x = X = const). 

Mit den Zylinderkoordinaten lauten jetzt die 
Gin. (3 ) : 

E Er = — 
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(4b) 

(4 c) 

(4 d) 

(4e) 
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(4 f) 

(4 g) 

(4h) 

Die weitere Rechnung erfolgt in zwei Abschnitten: 
Als erstes werden die allgemeinen Lösungen zu dem 
System von partiellen Differentialgleichungen (4) 
mit unbestimmten Integrationskonstanten aufgesucht. 
Als zweites werden durch Einsetzen der Randwert-
bedingungen unseres speziellen Problems die Inte-
grationskonstanten bestimmt. 

Durch partielles Ableiten von (4 g) nach 2 und 
Einsetzen von (4d) und (4e) in (4 c) gelangt man 
schließlich zu einer Differentialgleichung, die nur 
noch eine Feldkomponente, Ez, enthält: 

3Ez\ , 1 d2E 
oz x dx \ dx 0 . (5) 

In analoger Weise erhält man eine ebenso lautende 
Gleichung für H z . Die allgemeine Lösung für (5) ist, 
unter der Voraussetzung, daß nicht £ = h2 ist, 

2 00 
Ez = y V [ (ajm cos m cp 

+a?msmmcp) Zjm(y)]eihz, 
2 % (6) 

Hz= y ^ [ (bjm cos mcp 
-0 + b*m sin m ff ) Zjm{y) j eihz 

mit y = x]/e' — h2 ; Zim(y) und Z2m(y) sind zwei 
linear voneinander unabhängige Zylinderfunktio-
nen 4 der ganzzahligen Ordnung m . 

Es läßt sich zeigen, daß auch für die übrigen Feld-
komponenten die z-Abhängigkeit durch den Faktor 
elhz ausgedrückt wird. Dann erhalten wir nach Aus-

führung der partiellen Differentiation nach 2 und durch geeignetes Einsetzen der Gin. (4) ineinander: 

Hx= [ Ex 

Erp '• i 
|/s' — h2 

3 Hz 3Ez 
y 

3 Ez 

oy 

3 Hz 

y ^cp 3y 

\Zs' — h2 
S> 3*L +h dH> 

y oqp dy 

Hm = 

y£'-h2 
\ °Hz _ £ 3Ez 

y 3cp dy 
(7) 

1 G. MIE, Ann . Phys. , Lpz. 25, 337 [ 1 9 0 8 ] , 
2 CL. SCHÄFER, Einführung in die theoretische Phys ik III, 

1. Tei l , Walter de Gruyter, Berl in 1952. 
3 R . BURBERG, Z . Naturforschg. 11 a, 807 [ 1 9 5 6 ] ; nachstehend. 

4 A l l e Formeln , die Zy l inder funkt ionen betreffen, sind ent-
n o m m e n aus E. JAHNKE — F. EMDE, Funktionstafeln, Teubner 
1 9 3 8 ; Tabe l lenwerte siehe ebenda. 



Durch Ez und Hz lassen sich also alle übrigen Komponenten ausdrücken. (6) in (7) eingesetzt gibt mit 
Z'jmiy) =dZ}m(y)/Ay : 

EX= y y 
Ve-is jti „h 

2 OO 
ev= 1 y y 

Vs'-h2 ß m==0 

hx= 1 y y 
Ve'-h* fa m=Q 

2 °o 
hv= y y 

Vs'-h2 j-rf 

_KnmZjm(y) +ha.mZ'jm(y) 
y 

WlZimil/) +ha*mZ'jm(y) y 

cos m cp 

sin m (p 

,/' h z 

haJmmZjm(y) +bjmZ'.m{y) cos m rp 

hajmmZjm(y) +blmZ'.m{y) sin m cp 

J hz 

E,aln,nZ]m(y) +hbjmZ'.n(y) cos m cp 
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J h z 

hb.mmZjm(y) _E'a.mZ'jm{y) 
y 
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Die Gin. (6) und (8) zusammen stellen die gesuchte allgemeine Lösung des Systems von partiellen Dif-
ferentialgleichungen (4) für ein einheitliches Raumgebiet £ = const und fi = 1 dar. 

D i e D a r s t e l l u n g d e r e i n f a l l e n d e n W e l l e 

Eine der Randbedingungen ist die einfallende 
Welle. Sie muß in eine Darstellung gebracht werden, 
die der Form der Gin. (6) und (8) entspricht, 
damit der später erfolgende Grenzflächenvergleich 
[siehe Gl. (15)] durchgeführt werden kann. 

Die einfallende Welle soll eine linear polarisierte, 
ebene Welle sein mit den Einheitsvektoren (£0 , und 
D0, die die Schwingungsrichtungen des elektrischen 
bzw. des magnetischen Vektors und die Ausbreitungs-
richtung der Welle angeben. Um die Lagebeziehung 
des Zylinders zur einfallenden W'elle ausdrücken zu 
können, legen wir in den Zylinder ein rechtwinkliges 
Dreibein von Einheitsvektoren i, j , f so, daß f in die 
Richtung der Zylinderachse weist, i und j , die dann in 
Radialrichtung zeigen, beziehen wir so auf die Richtung 
der einfallenden Welle, daß i in die von f und D0 gebil-
dete Ebene fällt, damit kommt dann j in die von S0 
und gebildete Ebene zu liegen (vgl. Abb. 1). Für 
die Zylinderkoordinaten x, cp, z, wo die z-Richtung 
mit f zusammenfällt, soll die Zählung des Winkels cp 
mit i beginnen. Der Winkel zwischen ? und ü0 heiße a , 
der zwischen j und (E0 heiße ß; dann ist, wie man 

durch Ablesen der entsprechenden skalaren Produkte 
aus Abb. 1 leicht nachprüfen kann: 

(£0 = — t cos a sin ß + j cos ß + f sin a sin ß 
= — i cos a cos ß — j sin ß + f sin a cos ß • (9) 

U0 = i sin a + f cos a 

und für einen beliebigen Ortsvektor: 

r = ixcos^? + ja;sing9-f f z. (10) 

A b b . 1. Orient ierung der körperfesten Einheitsvektoren 
zu den Einheitsvektoren der Primärwelle . 



Mit (9) und (10) wird für den Betrag des zeit-
unabhängigen Faktors des elektrischen Vektors der 
einfallenden Welle0: 

| (gj | = E1 = Et e~i(0'x^ = Ex e~i(xsin3 cosvl'os«), 

oder nach seiner FouRiER-Reihe in bezug auf cos cp 

z e r l e g t 6 : 

Ex — Ei |/0 {x sin a) (11) 

+ y [ 2 ( - i ) M / w ( a : s i n a ) cos m cp] cos 22 , 
m = 1 J 

wo Jm{x sin A) die BESSEL-Funktion m-ter Ordnung 
zum Argument x sin a bedeutet. 
Mit (11) wird die z-Komponente von E1: 

Eu = Ex (f @0) = E! sin a sin ß ]/0 (x sin a) (12) 

y [2 ( — i)m Jm {x sin a) c o s m ^ j l t 

und wegen Hx = Ex die z-Komponente von / / j 

Hu = H1{t$0) = E\ sin a cos ß yo(x sin a) (13) 

+ y [2 ( — z)m Jm(x sin a) c o s m ^ j i e ~ i c o s a Z . 
m= 1 J 

Setzen wir e = 1 (Außenraum) in (6) ein und ver-
gleichen die Gin. (12) und (13) mit (6), so sehen 
wir, daß eine der beiden Reihen in (6) mit dem In-
dex j — wir wollen hierfür die Reihe mit dem 
Index /' = 1 verwenden —, mit den Darstellungen 
(12) und (13) identisch wird, wenn man setzt 

h = — cos a und damit y = V\ = — h2 = x sin a ; 

m ( y ) = J m ( x s i n a ) ; 

o10 = sin a sin ß Ex ; alm = 2 ( — i)m sin a sin ß Ex ; 

b10 = sin a cos ß Ex ; blm = 2 ( — i)m sin a cos ß Ex ; 
alle a'lm=blm=0; m = 1 , 2 , 3 , . . . . (14) 

Mit (14) sind sämtliche Feldgrößen für die ein-
fallende Welle in (6) und (8) bestimmt. 

D i e ü b r i g e n R a n d b e d i n g u n g e n 

Für die Darstellung der auslaufenden Welle ist 
eine Zylinderfunktion zu wählen, die sich für 
große y asymptotisch einem Ausdruck mit dem 
5 Der Index 1 bezeichne die Zugehörigkeit einer Feldgröße 

zur einfallenden Wel le . 

periodischen Anteil e~iy nähert. Dieser Forderung 
genügt die HANKELsche Funktion H m ^ ( y ) , die hier 
abgekürzt Hm(y) geschrieben werde. Zur Unterschei-
dung von der einfallenden Welle soll die auslaufende 
Welle (Streuwelle) durch den Index 2 bezeichnet 
werden, so daß in (6) und (8) 

Z,m = Hm(y2) mit y2 = yx = x\/\ - h2 

ist. Für die Auswahl der Zylinderfunktionen im 
Innern des Zylinders müssen wir beachten, daß nur 
solche Lösungen zugelassen werden können, für die 
die Feldstärken überall endlich bleiben. Diese For-
derung erfüllt allein die BESSELsche Funktion Jm (y), 
da die anderen Zylinderfunktionen für y — 0 un-
endlich werden. So haben wir es im Innenraum mit 
nur einer Zylinderfunktion zu tun. Zur Unterschei-
dung von der einfallenden und der Streuwelle er-
halte die Welle im Innern des Zylinders den Index 
7 = 3. Dann ist Z3m = Jm(ys) mit ys = x]/e — h2 . 

Schließlich ist eine Randbedingung die bekannte 
Stetigkeitsbedingung an der Grenzfläche zweier Me-
dien für die Tangentialkomponenten von (5, für die 
Normalkomponenten von 2) und den Leitungs-
strom 0 (5 und — weil innen und außen u = 1 ist — 
für sämtliche Komponenten von ^ . Tangentialkom-
ponenten von (5 sind Ev und Ez, Normalkomponente 
von ® — i ' 4 71 o/co • @ = e (5 ist die x-Komponente 
£ Ex. Kennzeichnen wir unsere Grenzfläche, den 
Zylindermantel, durch x = X, und setzen wir für den 
Außenraum ?/(f' = 1; X) = Yx = XYl — h2 , für den 
Innenraum y {e ; X) = Y3 = X]/e — h2 , dann ergibt 
der Grenzflächenvergleich: 

EZ(YX) = EZ(YS), (a) HZ(YX) = HZ(YS), (b) 

E9(Yt) = EAYs), (c) H,{Y,) = HAY3), (d) 

W s e ' W , (e) Hx (Fj) = H C(Y3), (f) 
(15) 

wobei die Gleichungen in bezug auf cp und 2 iden-
tisch erfüllt sein müssen. Sie sind es in bezug auf z, 
wenn h bei allen drei Wellen gleich ist. Für die 
Welle 1 ist h durch (14) festgelegt, damit ist für 
alle drei Wellen h = — cos a . 

Benützen wir die Abkürzungen 

A = Jm(Yx), Ä = J'm(Y1), 
B = Hm(Yx), B' = H'm(Yx), (16) 
c — Jm(Y 3) , C = J ot(F3), 

6 RIEMANN-WEBER, Partielle Differentialgleichungen, 4. Auf -
lage, Vieweg, Braunschweig 1900. 



so erhält man aus (6) und (8) für jeweils das m-te Glied der Feldkomponenten, wenn man den Faktor 
eihz wegläßt, 

EZ{YX) = (almA + a2mB) cos M cp + a*m B sin M cp , 

EZ(Y3) = a-im C cos mcp + a*m C sin M cp , 

HZ{YT) = (b lm A + b2m B) cos mcp + btm Bsmmcp , 

HZ{Y 3) = bSm C cos mcp + b*m C sin m cp , 

EV{Y,) = iX ] v -7 aim ü + t>lm A + ö2m ti cos m cp hvm a$m B + blmA' + b2mB' 

Ev{Y3) = iX 

H<p(Yx) =iX 

HV(Y,)=IX 

l 
Fi 

h m 
y : 

+ 

A3M C + &3M C 

Fi -h^(almA+a2mB)+bL B' sin m (p 

cos m cp 

— \m a3m C + b*mC' r a 
sin m cp 

b*m B — alm A' — a2m B 
* i 

cos m cp 

1 
Fi 

h m 
L>ZM C — £ A^M C 

h m 

cos m cp 

(bim A + b2m B) + a*m B' sin m cp , 

hm i , ' „* n> 
—- b-im C + £ a 3m O sin m cp 

und 4 weitere Gleichungen für Ex und Hx. 

Setzt man die Feldkomponenten nach (17) in 
(15) ein, so werden die Gin. (15) in bezug auf cp 
nur dann identisch erfüllt, wenn die Faktoren von 
cos m cp gleich sind und ebenso die von sin m cp 
gleich sind. Das gibt 12 Gleichungen für jedes m . 
Davon wird das Gleichungspaar von (15 f) identisch 
mit dem von (15 c) und ebenso das von (15 e) 
identisch mit dem von (15 d), so daß 8 voneinander 
unabhängige Gleichungen für die 8 zu bestimmen-
den Koeffizienten a und b der Streu- und Innen-
welle übrig bleiben. 

Mit den Abkürzungen 

( E + F ) ( D - s ' F ) + l 2 A 
Gl* 

N B 

j ( E + E ' F ) ( D - F ) + 1 2 A , 
°-2m — „ mi 

N 

* _ l ( E + D ) A h u,2m — — — u\m , 
, * _ - l ( E + D ) A 

N B 
au 

_ (.E + D) ( E + F ) A 
USm — £ u\m , 

(E + D) (E + s' F ) A 

TV C 
b\m , 

/ = h m 

A' D = 

2 F 3 2 

£ = -
A ' Y t B ' 

N = (E + F) [E + £ F)-P 

h M AE' 
= y!2 (e'—h2) ' 
B' F= 

y 3 c 

n * _ l ( E + D) A , «3m — — ^ 0 lm , 
- l ( E + D) A 

N C 
«1; 

(17) 

(18a) 

(18b) 

Mit den Gin. (18) sind nun sämtliche in (6) und 
(8) vorkommenden Integrationskonstanten bestimmt, 
so daß wir jetzt in der Lage sind, die Feldkompo-

ergibt das Gleichungssystem, nach den Unbekann- nenten der Streuwelle und der Welle im Innern des 
ten aufgelöst, Zylinders anzuschreiben. 



Die Feldkomponenten der Wellen erhält man, 
wenn man in (6) und (8) die in (19) aufgeführten 
Werte einsetzt: 

ders einfädle Form an: 

für W e l l e 2 = S t reuwe l l e 
( A u ß e n r a u m ) 

W e l l e 3 
( I n n e n r a u m ) 

h — c o s OL — c o s a 
E' 1 E' 

y y-i = x sin a y3=xys'-h2 

Zjrn (y) Hm(yi) Jm(y2) 
aim Ojm a-2m ? a-im a3/n ; Ö3m 
bjm ; b*m b2m ; b*m b;im ; b*m 

(19) 

Damit ist die Lösung der MAXWELL-GIeichungen 
für den unendlich langen Kreiszylinder, der sich in 
beliebiger Lage zu einer ebenen, linear polarisier-
ten einfallenden Welle befindet, gefunden. 

S o n d e r f ä l l e 

1. a = 0 

Bei der Lösung der Differentialgleichung (5) 
durch Zylinderfunktionen ist der Fall £ — h2 = 0 
ausgeschlossen worden. Für den Außenraum (e' = 1) 
und a = 0 tritt dieser Fall aber ein, so daß für die 
Außenwelle die Gl. (6) durch eine neue Lösung 
ersetzt werden muß. Ohne auf die neue Lösung ein-
zugehen, sei hier nur mitgeteilt, daß für das Innen-
feld — soweit es sich um eine Erregung durch das 
Außenfeld handelt — , der Wert Null herauskommt7. 
Dasselbe Ergebnis erhält man übrigens auch, wenn 
man in (18) die Grenzwerte für a—> 0 bzw. Yt — 0 
bildet. Das bedeutet: Liegt die Zylinderachse in der 
Ausbreitungsrichtung des Primärstrahles, so bildet 
sich im Innern des Zylinders kein Feld aus. 

2. 1 = 0 

Es ist / = 0 , wenn entweder m = 0 ist, oder wenn 
h = 0 ist, also ÖL = 90°, d. h. die Zylinderachse senk-
recht auf der Ausbreitungsrichtung des einfallenden 
Lichtes steht. Dann nehmen die Gin. (18) die beson-

7 D a n e b e n g ibt es noch e ine v o n d e r e i n f a l l e n d e n W e l l e un-
abhäng ige L ö s u n g , d i e D r a h t w e l l e (vgl . A . SOMMERFELD, 
Vor l esungen über theoret ische Phys ik , B d . I I I , Dieter i ch-
sche V e r l a g s b u c h h a n d l u n g , W i e s b a d e n 1 9 4 8 ) . 

_ D-E' F A 
a2m — „ . , r n ®1 m i 

E + e F B 
E + D A aSm — r , , r ,, alm •> E+e F C 

j D-FA j 
O-lm- £ + F ß »1 m, 

, _ E+D A , 
°3m — r. ,, „ °1 m > E + F C 

«2in = = a*m = b*m = 0 . 

(20) 

Die von S C H Ä F E R 2 für OL = ß = 90° für die Streu-
welle aus den MAXWELL-GIeichungen direkt hergelei-
tete Formel stimmt mit fl^m in (20) überein. 

Zu den mit Stern versehenen Koeffizienten ist noch 
zu bemerken: Nach (14) sind die a*m und b*m , die 
sin mg9-Komponenten von Ez und Hz der Primärwelle, 
Null. Für die sin mg9-Komponenten der Streu- und In-
nenwelle ergibt sich aus der Behandlung der vorge-
nannten Sonderfälle, daß sie für a = 0° und a = 90° 
ebenfalls Null sind, für andere Winkel a aber nicht; 
bei diesen Winkeln treten also bei der Streu- und 
Innenwelle Komponenten auf, die die einfallende Welle 
nicht enthält. Nur wenn die Einfallsrichtung des Pri-
märlichtes mit einer Symmetrieachse des Zylinders zu-
sammenfällt (a = 0° und 90°), verschwinden diese neu 
auftretenden Komponenten. Wir können jetzt verstehen, 
warum diese Komponenten weder bei S C H Ä F E R 2 , noch 
entsprechende Komponenten bei der Kugel1 auftreten, 
bei der jede Richtung Symmetrieachse ist. 

3. x = 0 
Zur Darstellung der Feldstärke an der Stelle x = 0 

(Ort der Zylinderachse) gehen wir zu einer Kom-
ponentendarstellung in kartesischen Koordinaten mit 
den Richtungen t, j, f über. Dann ist 

Ex = Ex cos cp — E<p sin cp , 
E\ = Ex sin cp + E<p cos cp , (21) 
Et = Ez. 

Setzt man die Ex-, E<p- und ^-Komponenten nach 
(6) und (8) unter Benutzung der in (19) angege-
benen Größen für die Welle 3 in (21) ein und geht 
zum Wert y3 = 0 über, dann erhält man 

E ig = 

E i 13 

Ets 

2 Ys' — h2 

i 
2 y Z - h 2 

«30 • 

(h a31 — &3i), 

(A 031 + 6 3 1 ) , (22) 

4. Die mittlere elektrische Feldstärke im Innern 
sehr dünner Zylinder 

Für die angekündigte Arbeit 3 wird der Ausdruck 
für die über den Zylinderquerschnitt gemittelte elek-
trische Feldstärke bei Zylindern benötigt, deren 
Durchmesser klein gegenüber der Wellenlänge ist 



(X 1). Dabei ergibt sich die Vereinfachung, daß 
wegen der geringen Ausdehnung des Querschnitts 
Phasenunterschiede zwischen den Feldstärken ver-
schiedener Bezirke eines Querschnitts vernachlässigt 
werden können. Zur Mittelwertsbildung benutzen 
wir wieder die Darstellung in kartesischen Koordina-
ten. Wenn man die BESSEL-Funktionen durch ihre 
Potenzreihenentwicklung ersetzt und Glieder zweiter 
und höherer Ordnung vernachlässigt, dann ergeben 
sich für die gemittelten Komponenten ebenfalls die 
Gin. (22). Das bedeutet: Die über den Querschnitt 
gemittelte Feldstärke ist bei dünnen Zylindern gleich 
der Feldstärke im Querschnittszentrum. 

Ersetzt man die Zylinderfunktionen Zjm(Y) in 
(16) durch ihre abgebrochenen Potenzreihen, so 
wird aus (22) : 

o . 
Für größere a ist sehr bald Y32 'In ^ [ e + 1 

E\3 = — e' + l - e Y3 
mit Eii=E1(i%), 

= 

wobei e = ln 

(23) E j , mit ^ , 1 = ^ ( 1 6 0 ) , 

mit E n = E d t % ) , 

— i 'J und 7 = 1 , 7 8 1 die EuLERsche 

£' + l - e y 3 2 

1 . E n 

2 • ci 
y Yi 

Konstante 4 ist. 
Die Abhängigkeit des in (23) vorkommenden 

Nenners £ -f 1 — e F32 vom Winkel a soll noch näher 
untersucht werden: 

Für a = 0 wird e unendlich, so daß E\] = Ey3 = 0 
sind, in Ubereinstimmung mit Sonderfall 1 (Eis ist" 
ebenfalls Null, da (f ®0) = 0 ) . 

Für einen bestimmten Winkel a — er heiße der 
Resonanzwinkel ar — ist der Realteil des Nenners 
Null: 

9te (£r + 1 - e y3 2 ) = £ + 1 - y3 2 In 2 v = 0 . (24a) 
7 Y t 

Für einen nichtleitenden Zylinder ist dann für den 
Resonanzwinkel der Betrag 

£ ' + 1 _ c y321 = y32 AUle - Y 2 — 1 3 (24 b) 

wegen Y3 1 ist dies ein sehr kleiner Wert, so daß 
Ej3 und E i 3 einen sehr großen Wert annehmen. 

Die Größe des Resonanzwinkels erhalten wir aus 
(24 a). Ersetzt man in (24a) sin a durch at, so er-
hält man 

« , = exp (24 c) £ + 1 
* 2 ( f - l ) 

Für £ = 1,44 (Eiweiß gegen Wasser) und X = 0,1 
ist z. B. ar = 10 - 2 7 4 . Der Resonanzwinkel liegt also 
bei dünnen Zylindern in einem engsten Winkel-
bereich um a = 0 . 

so daß jetzt gilt: 

Ei3= -,2 . • Eil , 
£ + 1 

£ i 3 = 2 -Ei 1, 

yY, 

(25) 
e' + l 

Ef3= 1 • ^f l • 
Bei Lichtstreuungsmessungen an regellos orien-

tierten Teilchen kann man die oben besprochenen 
Abweichungen von (25), die um den engsten Winkel-
bereich um a = 0~ auftreten, vernachlässigen; denn 
wegen der Kleinheit von ar ist die Wahrscheinlich-
keit dafür, daß die Achsenrichtung des Zylinders 
innerhalb des von ar gebildeten Kegels zu liegen 
kommt, verschwindend gering. 

In (25) liegen die t- und j-Komponenten defini-
tionsgemäß quer zur Zylinderachse, die {-Kompo-
nente in Richtung der Zylinderachse. In der Elektro-
statik gilt für das (hier homogene) Innenfeld eines 
unendlich langen Kreiszylinders, der sich in einem 
homogenen Außenfeld befindet, dasselbe Verhältnis 
von Innenfeld zu Außenfeld für die Quer- bzw. 
Längskomponenten wie in (25). Das Ergebnis von 
(25) kann also in Worten auch so ausgedrückt wer-
den: Beim sehr dünnen, unendlich langen Kreis-
zylinder verhalten sich die gemittelten elektrischen 
Feldstärken des Innenfelds zu den Außenfeldstärken 
wie in der Elektrostatik. 

Für den Winkel a = 90°, wenn der dünne Zylin-
der in jedem Augenblick seiner ganzen Länge nach 
— w i e b e i d e n S t r e u k ö r p e r n d e r RALEIGH-Theorie 
der Lichtstreuung — als von einem homogenen Feld 
eingebettet aufgefaßt werden kann, war das Ergeb-
nis von (25) zu erwarten. Nicht vorher zu sehen 
war, daß dieselbe Beziehung auch für die übrigen 
Winkel gilt, bei denen der Zylinder in jedem Augen-
blick der Länge nach in dem Streifenmuster eines in 
der Stärke sinusförmig abwechselnden Außenfeldes 
liegt. 

5. £ —> 1 
Für den Übergang £ —> 1 in (18) wird a3m = a i m ; 

bsm = b\m\ a 3 m = 63m = 0 , und der Bereich um a = 0 
mit seinen Besonderheiten verschwindet, da nach 
(24 c) £ — 1 im Nenner des Exponenten steht. Somit 
wird für alle Lagen die Innenfeldstärke gleich der 
Außenfeldstärke, wie vernünftigerweise zu fordern 
ist. 
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